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概   要 

混合体理論に基づく飽和土の力学においては，場の未知数として固相の変位 u，液相の変位 U，間隙水圧 p 

を独立変数にとり，これらを各相の運動方程式を質量保存則と連立して解く。このような定式化は u-U-p 

formulation (Full-formulation)と呼ばれる。一方，水～土骨格連成有限変形解析コードである GEOASIAは，

上記の厳密な定式化に「液相の固相に対する相対加速度が固相の加速度に対して非常に小さい」という近

似を導入して元の数を減らした u-p formulation により定式化されている。この仮定により計算コストは削

減されるが，間隙水の動的浸透を無視することになるため，極めて透水性の高い地盤材料への適用は困難

であった。本稿では，GEOASIAを u-U-p formulationに基づいて再定式化し，厳密な支配方程式群を解くこ

とで，極めて透水性の高い材料の解析が可能となることを示した。 

 

キーワード：u-U-p formulation (Full-formulation)，水～土骨格連成有限変形解析，高透水性材料 

 

 

1. はじめに 

 

名古屋大学地盤力学グループにより開発されてきた地

盤の動的 /静的水～土骨格連成有限変形解析コード

GEOASIA1)は，u-p formulationと呼ばれる方法に基づいて

定式化されている。この手法は，飽和土の運動を記述する

未知変数に固相変位 uと間隙水圧 pをとるものであり，定

式化に際しては「液相の固相に対する相対加速度が固相の

加速度に対して極めて小さい」という近似が導入される。

この近似は，浸透が十分に静的であると看做すことのでき

る細粒土の連成解析においては十分に妥当する。しかし，

粗粒土を扱う場合，材料内での浸透現象は動的に生じうる

ため，上記の仮定を導入した u-p formulation により解析し

ようとすれば，計算が破綻することとなる。すなわち，u-p 

formulationは，動的浸透を考慮した連成解析が出来ないと

いう点において透水係数上の制約を有しているといえる。

そこで筆者らは，この制約を取り除くため，固相変位 uと

間隙水圧 p に加え，新たに液相変位 U を未知変数にとる

u-U-p formulation2), 3)に基づく連成解析手法を定式化し，こ

れを GEOASIAに搭載することで，動的浸透を考慮可能な

高性能連成解析手法の開発に取り組んできた。本稿では，

透水係数が極めて大きい材料を対象とした平面ひずみ矩

形供試体の圧縮試験の解析事例について報告する。 

2. 定式化手法の概要 

 

GEOASIAは，速度型で記述された運動方程式の updated 

Lagrange 法に基づく時間積分により飽和土の変形を解く。

これを u-U-p formulationに拡張するため，固相速度 vs，液

相速度 vf，間隙水圧 pの 3つを未知変数にとり，これらを

求めるため，以下の 3つの支配方程式を定式化した。 

混合体（飽和土）の速度型運動方程式 

ffsfsss DDD vv  
2

 

       tsffs
f

s
f DDpD

K

n
sbvD divtr 













    (1) 

液相の運動方程式（液相加速度を考慮した Darcy則） 
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水～土骨格連成式（飽和土の質量保存則） 
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ここに，Ds，Dfはそれぞれ固相，液相にからみた物質時間

微分作用素，ρs，ρf，ρf はそれぞれ固相，液相，間隙水の

密度，Dsは固相の速度勾配テンソル，nは間隙率，Kfは間

隙水の体積弾性率，b=－ge3 は物体力（g は重力加速度，

e3は鉛直上向きの単位ベクトル），Dsstは Yatomi et al.4)の表

記法にしたがう公称応力速度，γwは間隙水の単位体積重量，
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hは全水頭，kは透水係数である。 

u-U-p formulationでは，式(1)～(3)を一切の近似を導入す

ることなく厳密に解く。構成式には土の骨格構造に着目し

た弾塑性構成モデル SYS Cam-clay model5)を搭載し，客観

性のある応力速度として Green-Naghdi rateを使用する。式

(2)右辺第 3項は固相が液相に及ぼす相互作用力（浸透力と

等価な物体力）であるが，西村6)にならい Hagen-Poiseuille

流れの類推により与えている。空間離散化は，固相速度 vs，

液相速度 vfについては 1 次の Iso-parametric 形状関数によ

る FEM，間隙水圧 p は Christian 流7)または田村流8)の物理

モデルを拡張した FVM により行う。時間離散化は，固相

速度 vs，液相速度 vfについては各相の躍度（加加速度）に

線形性を仮定する Wilson-θ法，間隙水圧 pは水圧速度に線

形性を仮定する台形公式により行う。 

次に，u-U-p formulationにおける固相と液相の観測の仕

方について述べる。固相については，一般の固体解析に倣

い，固相物質点 Xsを固定して Lagrange 的に観測する。 

)),,(( ttssss Xxvv     (4) 

一方，液相については，図 1のように，ある時刻 tに固相

物質点Xsと同位置を占める液相物質点の速度を観測する。 

)),,(( ttssff Xxvv     (5) 

この観測の仕方は，Darcy則に従う間隙水の相対平均流速

v’  n(vf  vs)が「ある時刻に固相格子の上を相対的に通過

してゆく水粒子の速度」であることを踏まえたものであり，

（静的な）Darcy則が客観性を有するための必要条件に相

当する。本研究では，支配方程式中に含まれる液相加速度

Dfvfを固相から観測された液相加速度 Dsvfに変換した上で，

固相にのって Lagrange 的に時間積分を施すこととした。

物質時間微分の変換公式は次式で与えられる。 
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ここに右辺第 2項は，vfを観測する視点を液相から固相に

のりかえる際に生じる相対速度分の移流項である。 

 

3. 解析条件 

 

矩形供試体の平面ひずみせん断試験の解析事例を行う。 

 

 

図 1 Darcy則が客観性を有するための液相速度の観測方法 

3.1 境界条件 

図 2 に示す形状・寸法の有限要素メッシュを用い，平

面ひずみ供試体を非排水条件下で鉛直方向に圧縮したと

きの土骨格の変形現象と供試体内で生じる間隙水の輸送

現象（migration）を解く．このとき，材料が不透水（k  0）

であれば供試体内での間隙水の migration は一切生じず，

vf  vs となり，固相物質点と液相物質点は同じ空間配置 x

を占めながら運動することとなる。 

土骨格については，上下端を一定の軸変位速度 103m/s

で変位させることにより圧縮する条件とした。この変位速

度は，土骨格ならびに間隙水の動的な影響が顕在化するほ

ど極めて高速である。また，上下端は剛で摩擦なしとした。

本手法は慣性項を考慮した動的解析であるため，摩擦がな

いこの条件でも，高速載荷に伴う衝撃力を生じることによ

って，矩形がそのまま保たれるような一様変形は示さず，

間隙水の migrationが生じてもよい条件となる9)。間隙水に

ついては，4つの境界面をすべて非排水境界とすることで，

非排水試験に相当する条件を課した。ただし，非排水条件

を課したのは領域境界のみであり，供試体内部での間隙水

の migration は生じうる条件となっている。また，載荷面

垂直方向の液相変位速度は固相変位速度に一致させた。 

 

3.2 材料条件 

低透水性材料（k  10-7cm/s）ならびに高透水性材料

（k  103cm/s）を想定し，u-U-p formulation に基づく解析

コードを用いて，平面ひずみ圧縮試験の解析を行う。構成

式には SYS Cam-Clay model を用いるが，本稿では簡単の

ため，構造・過圧密・異方性を有さない Cam-clay model

として応答するように初期状態を与え，典型的な弾塑性パ

ラメータおよび物性値として表 1に示す値を設定した。 

供試体には，初期間隙水圧として背圧  300kPa（負圧）を

作用させており，これに対応する初期比体積として

v0=2.17 を与えた。また，間隙水の圧縮性はないものとし

て計算を行った。また，時間刻み幅は Δt=10-5sec とした． 

 

 

図 2 解析条件 

表 1 材料定数 
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4. 解析結果 

 

4.1 低透水性供試体の解析結果 

透水係数を k=10-7cm/s とした場合について，u-U-p 

formulation 基づく解析結果を図 3，図 4，図 5 に示す。

図 3 は液相の固相に対する相対速度 vf-vs の分布の推移で

ある。相対流速がほとんど生じていないことから，水の

migration はほとんど起こっていないことが確認できる。こ

れは，材料の透水係数が極めて小さいことによるものであ

る。また，図 5 に示される比体積の分布が時間の経過に

伴ってほとんど変化しないことは，供試体内での間隙水の

migration が起こらず，供試体を構成するいずれの要素も隣

接要素と水のやりとりをしないことと対応している。これ

に対し，図 4 に示される間隙水圧の分布は供試体内で不

均一に分布するが，これは，低透水性材料内では間隙水は

ほとんど輸送されないため，供試体の非一様変形により生

じた水圧のばらつき（動水勾配）が一向に解消されないこ

とによる。 

 

4.2 高透水性供試体の解析結果 

透水係数を k=103cm/s とした場合について，u-U-p 

formulation 基づく解析結果を図 6，図 7，図 8 に示す。

図 6 は相対速度 vf-vs の分布の推移であるが，間隙水が高

透水性供試体内を動的に駆け巡る様子が確認できる。図 7

に示される間隙水圧の分布が一様であることは，供試体内

の非一様変形により生じた動水勾配が高透水性材料中で

直ちに解消されることと対応している。これに対し，図 8

に示される比体積の分布は時間経過に伴い大きく変化す

るが，これは供試体を構成する各要素が動的な水の運動に

伴い排水・吸水を繰り返すことによる。図 8 に示される

比体積の分布は時間経過に伴い大きく変化するが，これは，

供試体を構成する各要素が動的な水の運動に伴い排水・吸

水を繰り返すことによる。 

 

4.3 u-U-p formulationの有効性に関する考察 

u-p formulation における「液相の固相に対する相対加速

度は間隙水の加速度に対して十分に小さい」という仮定は，

次式で表すことができる。 

ssssff DDD vvv     (7) 

この仮定が十分に成立するときには u-p formulationによる

解析でも十分に妥当するが，これが成立しない場合には

u-p formulation によって正しく解析を行うことは困難とな

る。このことを確認するため，4.1 および 4.2 に示した解

析について，図 2 中の節点 A における鉛直方向の液相の

相対加速度ならびに固相の加速度を図 9に示す。 

4.1 の透水係数の小さい解析を u-p formulation により実

行した場合，紙幅の都合上詳細は割愛するが，u-U-p 

formulation とほとんど同じ実行結果が得られることを確

認している。このことは，図 9(a)に示すように，液相の相

対加速度が固相の加速度に対して十分に小さく，浸透現象

が十分静的に生じていると見做すことができるため，u-p 

formulation における仮定が十分に妥当したことによる。こ

のことは同時に，u-U-p formulationにより u-p formulation

と同等の解析が可能であることを示している(Verification)。 

一方，4.2の透水係数の大きい解析を u-p formulationに 
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(d) εa=5% 

 

(e) εa=10% 

図 3 間隙水の相対速度分布（k=10-7cm/s）  
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図 4 間隙水圧分布（k=10-7cm/s）  
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(b) εa=2% 

 

(c) εa=3% 

 

(d) εa=5% 

 

(e) εa=10% 

図 5 比体積分布（k=10-7cm/s）  
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(a) εa=1% 

 

(b) εa=2% 

 

(c) εa=3% 

 

(d) εa=5% 

 

(e) εa=10% 

図 6 間隙水の相対速度分布（k=103cm/s）  
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(e) εa=10% 

図 7 間隙水圧分布（k=103cm/s）  
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(d) εa=5% 

 

(e) εa=10% 

図 8 比体積分布（k=103cm/s）  
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(a) 透水係数が小さい場合（k=10-7cm/s） 
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(b) 透水係数が大きい場合（k=103cm/s） 

図 9 相対加速度 Dfvf -Dsvsと固相加速度 Dsvsの比較 

 

より実行しようとすると，反復計算が収束せずに計算が破

綻する。これは，供試体の変形中に図 9(b)のような，固相

加速度と同程度のオーダーの相対加速度が生じるため，

u-p formulationにおける仮定が妥当しなかったことを示唆

している。言い換えれば，u-U-p formulation の導入により

液相の動的浸透を考慮した解析が可能となり，透水性の大

きい地盤材料を対象とした連成解析が可能となった。 

 

5. おわりに 

 

本稿では，u-U-p formulationに基づく水～土骨格連成弾

塑性有限変形解析手法を開発し，平面ひずみ圧縮試験の解

析について，u-p formulationによっては解くことのできな

い極めて透水性の高い材料の連成解析が可能となること

を示した。今後は地震時の動的挙動の解明のほか，土構造

物への津波の衝突や洗掘現象，河床の掃流現象，海底液状

化といった，水との動的相互作用問題を視野に入れつつ検

討してゆく。 
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