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概   要 

波浪外力作用下にある海底地盤の代表的な弾性応答理論解として，Yamamoto1) による解が知られている。

Yamamoto は，静的な二次元平衡方程式に Darcy 則を考慮した水～土骨格連成式を連立し，海底地盤が有限

の透水係数を持つ「部分排水条件」を仮定して理論解を導出している。しかし，「完全排水／非排水条件」

下での理論解は，単純に Yamamoto 解の透水係数無限大／ゼロの極限としては導出できない。また，部分排

水条件であっても，透水係数が大きく／小さくなるにつれて，Yamamoto 解における係数方程式が悪条件と

なり，Robust な係数決定が困難となる。本稿では，完全排水／非排水条件を仮定した理論解を新たに導出

するとともに，その解の特徴を Yamamoto 解と比較しつつ述べる。さらに一連の理論解は，無限水平地盤に

おける変位と流量の水平方向の周期性を考慮した水～土骨格連成解析により再現可能であることを示す。 

キーワード：理論解，海底液状化，透水性，水～土連成解析，周期境界

1. はじめに

波浪作用下にある海底地盤の力学挙動を捉えることは，

海洋構造物の不安定化や海底地すべりなどの問題に対処

する上で重要な課題である。地盤挙動の解明においては，

種々の変形解析手法が強力なツールとなりうるが，解析技

術の確立に際しては，信頼性の高い理論解との比較を通し

た Verification が必須となる。 

これまで，波浪作用下にある海底地盤の水～土連成問題

を対象に，様々な理論解が，異なる仮定や条件の下で提案

されてきた。一方，いずれの理論解も，海底地盤が有限の

透水係数を有すること（部分排水条件）を仮定した Darcy

則を基に定式化されている。 

その中で特に代表的なものが Yamamoto1) による二次元

波浪作用下の有限層厚をもつ海底弾性地盤の応答理論解

である。定式化の詳細は本稿 2 章で述べるが，Yamamoto

は，Darcy 則を考慮した連成式と二次元の力のつり合い式

（平衡方程式）を支配方程式として解を導出している。

Yamamoto 解では，定常解を基本解の重ね合わせで表現し

ているが，その係数は陽な形では表示されておらず，係数

決定に際しては，境界条件式より導出される連立一次方程

式を解く必要がある。そのため，同方程式のマトリクスに

ついて，単純に透水係数を無限大またはゼロとする極限を

とった場合，逆が存在せず解が定まらなくなる。したがっ

て Yamamoto 解では，海底地盤の透水性が非常に高い場合

も低い場合も海底地盤挙動を表現することが不可能であ

り，広範な透水性の下での海底地盤挙動の変化を捉える上

で問題がある。  

本稿では，まず Yamamoto 解で取り扱う問題の無次元化

を行い，透水係数が大きい／小さい場合になぜ海底地盤挙

動を表現できなくなるのかを考察する。次に，完全排水／

非排水（すなわち，透水係数無限大／ゼロ）の条件下での

海底地盤の波浪応答理論解を導出する。透水係数を変化さ

せた Yamamoto 解とそれらの解を比較し，それらの解の特

徴を捉えるとともに，Yamamoto 解の極限としてそれらの

理論解が位置づけうることを解析的に示す。最後に，無限

水平地盤における水平方向の変位と流量の周期性を考慮

した数値解析手法により，広範な透水係数の下での海底地

盤の波浪応答理論解が統一的に再現可能であることを示

す。 

2. Yamamoto の理論解

まず，Yamamoto 解を Ulker et al.2) で用いられた無次元

量を用いて無次元化する。続いて，透水係数が十分に大き

い／小さい場合における係数決定方程式におけるマトリ

クスの成分変化を示す。

2.1 無次元化 

図 1 に，本研究が取り扱う二次元波浪作用下の海底地盤
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を示す。同図において，水平，鉛直座標をそれぞれ𝑥, 𝑧と

する。評価対象としての海底地盤は，有限層厚𝑑vをもち，

下部が非排水かつ剛な基礎地盤（解析対象外）と接続して

いる。海底地盤表層には，波浪外力として式(1)で表される

規則進行波𝑢𝑤を全応力と水圧として与える。

uw(x,z,t)=uwo exp{i(kx+ωt)} (1) 

ここに，𝑢𝑤𝑜は波圧振幅，𝑡を時間，i を虚数単位とする。

𝑘は波数，𝜔は角振動数であり，それぞれ波長 L と周期 T

を用いて𝑘 = 2π/𝐿, 𝜔 = 2π/𝑇と表される。 

また，海底地盤は水平方向に無限に堆積していることを

想定し，式(1)として規則波で表現される波浪外力と対応し

た水平方向の変位や流量の周期性を考慮することができ

るものとする。 

図 1 二次元波浪作用下の海底地盤 

加えて，その他の解析条件として，以下を想定する。 

 微小変形

 二次元平面ひずみ

 加速度（慣性力）の非考慮

 底面は水平・鉛直変位固定

 定常解のみに着目

 間隙水の流れはDarcy則に従う

透水係数は有限の値をとる（部分排水条件）。さらに，海

底地盤を線形弾性体と仮定し，静穏状態を基準にとり，波

圧変動に由来する変位増分・水圧増分のみを評価する。 

支配方程式として，力のつり合い式(2),(3)と連成式(4)を

以下に示す。 

(𝜆 + 2𝐺)
𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑥2

+ 𝐺
𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑧2

+ (𝜆 + 𝐺)
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑥𝜕𝑧

=
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥

 (2) 

(𝜆 + 𝐺)
𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑥𝜕𝑧

+ 𝐺
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑥2

+ (𝜆 + 2𝐺)
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑧2

=
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑧

 (3) 

𝑘𝑠
𝛾𝑤
(
𝜕2𝑢𝑒
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑒
𝜕𝑧2

) =
𝑛

𝐾𝑓

𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑡

+
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧
) (4) 

ここに，𝑢𝑒は過剰間隙水圧，𝑢𝑥, 𝑢𝑧はそれぞれ x, z 方向の

変位であり，いずれも未知関数である。𝜆は第 1 ラメ定数，

𝐺はせん断弾性定数，𝑛 は間隙比，𝑘𝑠は透水係数，𝛾𝑤は水

の単位体積重量である。 𝐾𝑓は間隙水の見かけの体積弾性

係数であり，Verruijt3)より飽和度𝑆𝑟と下記の式で結びつけ

られる。 

𝐾𝑓 = 𝐾𝑤𝑃𝑜/{𝑃𝑜 + 𝐾𝑤(1 − 𝑆𝑟)} (5) 

ここに，𝑃𝑜は初期絶対水圧，𝐾𝑤は水の体積弾性係数である。

同式で，飽和度𝑆𝑟を 1（完全飽和）の場合は，𝐾𝑓は𝐾𝑤と一

致する。 

次に，無次元化した座標，時間，未知数を以下に示す。 

𝑥̅ = 𝑘𝑥 ,   𝑧̅ = 𝑧/𝑑v  ,   𝑡̅ = 𝜔𝑡,

𝑢̅𝑥 = 𝑘𝑢𝑥 ,  𝑢̅𝑧 = 𝑘𝑢𝑧 ,  𝑢̅𝑒 = 𝑢𝑒/𝑢𝑤𝑜
(6) 

ここで，無次元化した未知数について，水平方向の周期

性を仮定し，𝑧̅方向の関数𝑈̅𝑥(𝑧̅), 𝑈𝑧(𝑧̅), 𝑃̅(𝑧̅)を用いて，以

下のように変数分離を行う。 

𝑢𝑥̅̅ ̅ = 𝑈̅𝑥(𝑧̅) exp{𝑖(𝑥̅ + 𝑡̅)},

𝑢𝑧̅̅ ̅ = 𝑈̅𝑧(𝑧̅) exp{𝑖(𝑥̅ + 𝑡̅)}, 

𝑢𝑒̅̅ ̅ = 𝑃̅(𝑧̅) exp{𝑖(𝑥̅ + 𝑡̅)}

(7)

上式(7)を式(2),(3),(4)に代入し，𝑧̅方向の微分演算子𝐷 =

𝜕/𝜕𝑧̅を用いて，下記の無次元化した支配方程式を得る。 

{−(𝜅1 + 2𝜅2) + 𝜅2𝐷
2/𝑚2 }𝑈̅𝑥 +

{𝑖(𝜅1 + 𝜅2)𝐷/𝑚}𝑈̅𝑧 + (−𝑖𝜅𝑎)𝑃̅ = 0  
(8) 

{𝑖(𝜅1 + 𝜅2)𝐷/𝑚}𝑈̅𝑥 −

(𝜅2 − (𝜅1 + 2𝜅2)𝐷
2/𝑚2)𝑈̅𝑧 − (𝜅𝑎𝐷/𝑚)𝑃̅ = 0

(9) 

(−1)𝑈̅𝑥 + (𝑖𝐷/𝑚)𝑈̅𝑧 +

(𝑖𝜅𝑎/𝜅 + 𝛱1𝜅𝑎𝑚
2(1 − 𝐷2/𝑚2 ))𝑃̅ = 0

(10) 

ここに，無次元量である𝛱1, 𝜅, 𝜅1, 𝜅2,𝑚は Zienkiewicz et al.4)

によって提案されたものであり，それぞれ式(11)で表され，

𝛱1にのみ地盤の透水係数が含まれる。また，今回新たに水

圧振幅に関する無次元量𝜅𝑎を式(12)で定義する。

𝛱1 =
𝑘𝑠(𝐸𝑐 + 𝐾𝑓/𝑛)

𝛾𝑤𝜔𝑑𝑣
2 , 𝜅 =

𝐾𝑓/𝑛

𝐸𝑐 + 𝐾𝑓/𝑛
 ,

𝜅1 =
𝜆

𝐸𝑐 + 𝐾𝑓/𝑛
, 𝜅2 =

𝐺

𝐸𝑐 + 𝐾𝑓/𝑛
,𝑚 = 𝑘𝑑v

(11) 

𝜅𝑎 =
𝑢𝑤𝑜

𝐸𝑐 +𝐾𝑓/𝑛
(12) 

ここに，𝐸𝑐 = 𝜆 + 2𝐺は一次元弾性係数である。また，式

(11),(12)より，合計 6 つの無次元量が抽出されたが，実際

は，弾性係数間の関係から式(13)が導かれ，合計 5 つの無

次元量で現象を説明できることになる。 

1 − 𝜅 = 𝜅1 + 2𝜅2 (13) 

式(8), (9), (10)から，𝑧̅方向の微分演算子 D についての特性

方程式を下記のように導出できる。 

(𝐷2 − 𝜇2)2(𝐷2 − 𝜇′
2
) = 0,

𝜇 = 𝑚, 𝜇′ = 𝑚(1 +
1

Π1𝑚
2(1−𝜅)𝜅

)
1/2 (14) 

よって，上式が二重根を解に持つことを考慮すると，𝑈̅𝑥 ,

𝑈̅𝑧, 𝑃̅の理論解は 18 個の係数𝑎1~𝑎6 , 𝑏1~𝑏6, 𝑐1~𝑐6を用い

て次式で与えられる。 

𝑈̅𝑥(𝑧̅) = 𝑎1 cosh(𝜇𝑧̅) + 𝑎2 sinh(𝜇𝑧̅) + 𝑎3𝑧̅ cosh(𝜇𝑧̅) 

+𝑎4𝑧̅ sinh(𝜇𝑧̅) + 𝑎5 cosh(𝜇
′𝑧̅) + 𝑎6 sinh(𝜇

′𝑧̅)

𝑈̅𝑧(𝑧̅) = 𝑏1 cosh(𝜇𝑧̅) + 𝑏2 sinh(𝜇𝑧̅) + 𝑏3𝑧̅ cosh(𝜇𝑧̅)

+𝑏4𝑧̅ sinh(𝜇𝑧̅) + 𝑏5 cosh(𝜇
′𝑧̅) + 𝑏6 sinh(𝜇

′𝑧̅)

𝑃̅(𝑧̅) = 𝑐1 cosh(𝜇𝑧̅) + 𝑐2 sinh(𝜇𝑧̅) + 𝑐3𝑧̅ cosh(𝜇𝑧̅) 

+𝑐4𝑧̅ sinh(𝜇𝑧̅) + 𝑐5 cosh(𝜇′𝑧̅) + 𝑐6 sinh(𝜇′𝑧̅)

(15) 

式(15)を式(8),(9),(10)に代入し，係数比較を行うと，𝑏1~𝑏6,

𝑐1~𝑐6は𝑎1~𝑎6を用いて式(16),(17)のように表される。
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𝑏1 = −𝑖𝑎2 + 𝑖𝐴1𝑎3, 𝑏2 = −𝑖𝑎1 + 𝑖𝐴1𝑎4, 

𝑏3 = −𝑖𝑎4, 𝑏4 = −𝑖𝑎3 

𝑏5 = −𝑖(𝜇′/𝜇)𝑎6, 𝑏6 = −𝑖(𝜇′/𝜇)𝑎5

(16) 

𝑐1 = −𝑖𝐴2𝑎4, 𝑐2 = −𝑖𝐴2𝑎3, 𝑐3 = 0, 

𝑐4 = 0, 𝑐5 = 𝐴3𝑎5 , 𝑐6 = 𝐴3𝑎6
(17) 

ここに，𝐴1~𝐴3は下記のように表される。

𝐴1 =
1

𝑚

1 + 𝜅2
1 − 𝜅2

, 𝐴2 =
1

𝑚𝜅𝑎

2𝜅2𝜅

1 − 𝜅2
, 

𝐴3 =
1

𝛱1𝜅𝑎𝑚
2𝜅

(18) 

これにより，18 個の係数のうち，独立に決定すべき係数は

𝑎1~𝑎6の 6 個に縮約され，これらの係数は 6 つの境界条件

式(19)~(24)より決定される。式(19)~(21)は，それぞれ海底

地盤表面（𝑧̅ = 0）における水圧変動，せん断応力がゼロ，

鉛直有効応力がゼロ（鉛直全応力増分と水圧増分を外力と

して与えるため）の条件式を表す。式(22)~ (24)は，底部（𝑧̅ =

1）において，水平変位固定，鉛直変位固定，非排水条件

を表す。 

𝑢̅𝑒 = exp{𝑖(𝑥̅ + 𝑡̅)}  at 𝑧̅ = 0
(19) 

Δ𝜏̅𝑥𝑧 =
1

𝑚

𝜕𝑢𝑥̅̅ ̅̅

𝜕𝑧̅
+
𝜕𝑢𝑧̅̅̅̅

𝜕𝑥̅
= 0 at 𝑧̅ = 0 (20) 

Δ𝜎̅′𝑧 = 𝜅1
𝜕𝑢𝑥̅̅ ̅̅

𝜕𝑥̅
+
𝜅1+2𝜅2

𝑚

𝜕𝑢𝑧̅̅̅̅

𝜕𝑧̅
= 0 at 𝑧̅ = 0 (21) 

𝑢𝑥̅̅ ̅ = 0 at 𝑧̅ = 1
(22) 

𝑢𝑧̅̅ ̅ = 0 at 𝑧̅ = 1
(23) 

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑧̅
= 0 at 𝑧̅ = 1  (24) 

ここに，Δ𝜏̅𝑥𝑧, Δ𝜎̅′𝑧はそれぞれ無次元化されたせん断応力増

分と鉛直有効応力増分である。 

式(16),(17)を考慮し，式(15)を式(19)~(24)に代入すると，

係数決定方程式として付録中の式(A-1)の連立方程式が得

られる。同式を𝑎1~𝑎6について解き，式(16),(17)に代入して

全ての係数を求めることで，解𝑢𝑥̅̅ ̅, 𝑢𝑧̅̅ ̅, 𝑢𝑒̅̅ ̅を得る。またその

他の応力増分諸量についても，以下の式に代入することで

解を得る。 

Δ𝜎̅′𝑥 = (𝜅1 + 2𝜅2)
𝜕𝑢𝑥̅̅ ̅

𝜕𝑥̅
+
𝜅1
𝑚

𝜕𝑢𝑧̅̅ ̅

𝜕𝑧̅
(25) 

Δ𝜎̅′𝑧 = 𝜅1
𝜕𝑢𝑥̅̅ ̅

𝜕𝑥̅
+
𝜅1 + 2𝜅2

𝑚

𝜕𝑢𝑧̅̅ ̅

𝜕𝑧̅
(26) 

Δ𝜏̅𝑥𝑧 =
𝜅2
𝑚

𝜕𝑢𝑥̅̅ ̅

𝜕𝑧̅
+ 𝜅2

𝜕𝑢𝑧̅̅ ̅

𝜕𝑥̅
 (27)

これらの有効応力増分は，いずれも𝐸𝑐 +𝐾𝑓/𝑛で無次元化

されていることを述べておく。 

2.2 透水係数の変化による行列式の変化 

式(11),(12)に示される無次元量のうち，透水係数𝑘𝑠を含

むのは，𝛱1のみである。透水係数が非常に大きい（𝑘𝑠 → ∞）

とき，𝛱1 → ∞,𝜇′ → 𝜇, 𝐴3 → 0として極限をとることができ

るため，式(A-1)の左辺のマトリクスは式(A-2)のように表

現できる。同式のマトリクスのうち，第 1 列と第 5 列，第

2 列と第 6 列が一致し，列ベクトル同士が線形従属となる

ためマトリクスのランク落ちを生じ，同式は解けなくなる

（逆が存在しない）ことがわかる。 

一方，透水係数が非常に小さくなる（𝑘𝑠 → 0）場合にお

いても，𝛱1 → 0, 𝜇′ → ∞,𝐴3 → ∞として極限を考えると，行

基本変形を経て式(A-1)は，式(A-3)のように表現されるた

め，やはりマトリクスの非正則化が確認できる。 

また，たとえ透水係数が有限の値をもつ場合でも，透水

係数が非常に大きい／小さい場合には，式(A-1)左辺のマ

トリクスが非正則に近づくことで，条件数（連立方程式の

解の相対誤差に対する感度を示す数値で，大きい場合，解

の誤差を増幅させ，方程式の解を一意に求めるのが困難に

なる）の非常に大きい悪条件行列となることから，

Yamamoto 解の Robust な係数決定が困難となる。 

具体的な解析条件として，表 1 に示す波浪外力条件と表

2 に示す地盤物性値，幾何条件（層厚）の下で生成される

式(A-1)のマトリクスの条件数が，透水係数に応じてどう

変化するかを図-2 に示す。透水係数が小さく（𝑘𝑠 → 10−3

[m/s]），または大きくなる（𝑘𝑠 → 103 [m/s]）につれて，マ

トリクスの条件数が大きく，式(A-1)の行列の逆を精度よ

く求めることが困難になることが確認できる。

表 1 外力条件*1 

波高 H [m] 24.0 

境界圧振幅 𝑎0(= 𝐻𝛾𝑤/2) [kPa] 57.0 

周期 T [s] 15.0 

角速度 𝜔 (= 2𝜋/𝑇) [rad/s] 0.419 

波長 L [m] 324.0 

波数 𝜆 (= 2𝜋/𝐿) [rad/m] 0.019 

波速 C (=L/T) [m/s] 21.6 

*1 Moshagen and Torum5)より

表 2 地盤物性値，幾何条件*2 

物性値 

間隙比 𝑛 0.333 

水の体積弾性係数*3 𝐾𝑓 [kN/m2] 2.27×106

水の単位体積重量 𝛾𝑤  [kN/m3] 9.81 

せん断弾性係数 𝐺 [kN/m2] 1.00×104 

幾何条件 

層厚 𝑑v [m] 25.0 

*2 Yamamoto1) より

*3 完全飽和として，水の体積弾性係数と一致
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図 2 透水係数に伴う条件数の変化（縦軸対数軸） 

3. 完全排水・非排水条件下の海底地盤の波浪応答

理論解の導出

3.1 完全排水条件下の海底地盤応答理論解 

海底地盤の透水係数が非常に大きい場合（𝑘𝑠 → ∞）は，

連成式として式(10)が下記のように変形できる。 

(1 − 𝐷2/𝑚2 )𝑃 = 0 (28) 

したがって特性方程式は，下記のように表せる。 

(𝐷2 − 𝜇2)3 = 0, 𝜇 = 𝑚 (29) 

上式(29)が，三重根を持つことを加味し，解𝑈̅𝑥 , 𝑈̅𝑧, 𝑃̅を係

数𝑎1~𝑎6, 𝑏1~𝑏6, 𝑐1~𝑐6を用いて下記のように表現する。

𝑈𝑥̅̅ ̅(𝑧̅) = 𝑎1 cosh(𝜇𝑧̅) + 𝑎2 sinh(𝜇𝑧̅) + 𝑎3𝑧̅ cosh(𝜇𝑧̅)

+𝑎4𝑧̅ sinh(𝜇𝑧̅) + 𝑎5𝑧̅
2 cosh(𝜇𝑧) + 𝑎6𝑧̅

2 sinh(𝜇𝑧)

𝑈𝑧̅̅ ̅(𝑧̅) = 𝑏1 cosh(𝜇𝑧̅) + 𝑏2 sinh(𝜇𝑧̅) + 𝑏3𝑧̅ cosh(𝜇𝑧̅)

+𝑏4𝑧̅ sinh(𝜇𝑧̅) + 𝑏5𝑧̅
2 cosh(𝜇𝑧) + 𝑏6𝑧̅

2 sinh(𝜇𝑧)

𝑃̅(𝑧̅) = 𝑐1 cosh(𝜇𝑧̅) + 𝑐2 sinh(𝜇𝑧̅) + 𝑐3𝑧̅ cosh(𝜇𝑧̅)

+𝑐4𝑧̅ sinh(𝜇𝑧̅) + 𝑐5𝑧̅
2 cosh(𝜇𝑧) + 𝑐6𝑧̅

2 sinh(𝜇𝑧)

(30) 

式(30)を支配方程式(8), (9), (28)に代入し，係数比較を行う

ことで，下記の係数関係式を得る。 

𝑎5 = 0, 𝑎6 = 0 (31) 

𝑏3 = −𝑖𝑎4, 𝑏4 = −𝑖𝑎3, 𝑏5 = 0 , 𝑏6 = 0 (32) 

𝑐1 =
𝑖(𝜅1+𝜅2)

𝜅𝑎
𝑎1 − 𝑖

𝜅1+3𝜅2

𝑚𝜅𝑎
𝑎4 +

(𝜅1+𝜅2)

𝜅𝑎
𝑏2, 

𝑐2 =
𝑖(𝜅1+𝜅2)

𝜅𝑎
𝑎2 − 𝑖

𝜅1+3𝜅2

𝑚𝜅𝑎
𝑎3 +

(𝜅1+𝜅2)

𝜅𝑎
𝑏1, 

𝑐3 = 0, 𝑐4 = 0, 𝑐5 = 0, 𝑐6 = 0 

(33) 

これらより，基本解𝑧̅2 cosh(𝜇𝑧)と𝑧̅2 sinh(𝜇𝑧)の係数がゼロ

になることから，基本解のモードとして，Yamamoto 解の

6 つから 4 つに減ることがわかる。また，𝑎5, 𝑎6のかわりに

𝑏1, 𝑏2が境界条件より定まる独立な係数となることがわか

る。式(30)~(33)を境界条件式(19)~(24)に代入することで，

連立方程式(A-4)を得る。 

3.2 完全非排水条件下の海底地盤応答理論解 

透水係数が非常に小さい（𝑘𝑠 → 0）場合は，連成式(10)

が下記のように変形できる。 

(−1)𝑈̅𝑥 + (𝑖𝐷/𝑚)𝑈̅𝑧 + (𝑖𝜅𝑎/𝜅)𝑃̅ = 0 (34) 

この場合の特性方程式は下記のように表せられ，次数が 6

から 4 になる。 

(𝐷2 − 𝜇2)2 = 0, 𝜇 = 𝑚 (35) 

したがって解𝑈̅𝑥 , 𝑈̅𝑧, 𝑃̅を係数𝑎1~𝑎4  , 𝑏1~𝑏4 , 𝑐1~𝑐4を

用いて下記のように表現する。 

𝑈̅𝑥(𝑧̅) = 𝑎1 cosh(𝜇𝑧̅) + 𝑎2 sinh(𝜇𝑧̅) 

+𝑎3𝑧̅ cosh(𝜇𝑧̅) + 𝑎4𝑧̅ sinh(𝜇𝑧̅)

𝑈̅𝑧(𝑧̅) = 𝑏1 cosh(𝜇𝑧̅) + 𝑏2 sinh(𝜇𝑧̅)

+𝑏3𝑧̅ cosh(𝜇𝑧̅) + 𝑏4𝑧̅ sinh(𝜇𝑧̅)

𝑃̅(𝑧̅) = 𝑐1 cosh(𝜇𝑧̅) + 𝑐2 sinh(𝜇𝑧̅)

+𝑐3𝑧̅ cosh(𝜇𝑧̅) + 𝑐4𝑧̅ sinh(𝜇𝑧̅)

(36) 

上式(36)を支配方程式(8),(9),(34)に代入し，係数比較を行う

ことで，下記の関係式を得る。 

𝑏1 = −𝑖𝑎2 + 𝑖𝐴1𝑎3, 𝑏2 = −𝑖𝑎1 + 𝑖𝐴1𝑎4, 

𝑏3 = −𝑖𝑎4, 𝑏4 = −𝑖𝑎3
(37) 

𝑐1 = −𝑖𝐴2𝑎4, 𝑐2 = −𝑖𝐴2𝑎3, 

𝑐3 = 0, 𝑐4 = 0
(38) 

浸透流を一切生じない本条件下では，間隙水圧は連成式

(10)の解として求まるのではなく，間隙水が土骨格の体積

変化を束縛した結果得られる束縛力として，境界水圧とは

無関係に定まる 6)。したがって，境界条件として，式(19), 

(21)に代わり，海底地盤表面において，鉛直全応力増分Δ𝜎̅𝑧

が外力変動と一致する下記の条件式を考える。 

Δ𝜎̅𝑧 = exp{𝑖(𝑥̅ + 𝑡̅)}  at 𝑧̅ = 0  (39)

また，式(24)は敢えて考慮する必要がないことから，式(39), 

(20), (22), (23)の計 4 本の境界条件式に式(36)~(38)を代入す

ることで，連立方程式(A-5)を得る。 

3.3 透水係数の変化に伴う海底地盤の波浪応答理論解

の変化 

導出した二つの理論解とYamamotoによる有限透水係数

を持つ部分排水条件下の海底地盤応答理論解と比較する

ため，2。2 節と同様の外力条件，地盤の物性値と幾何条件

の下で，波数 k で無次元化した水平変位𝑢𝑥と鉛直変位𝑢𝑧，

波圧振幅𝑢𝑤𝑜で無次元化した過剰間隙水圧𝑢𝑒，せん断応力

増分Δ𝜏𝑥𝑧，水平有効応力Δ𝜎𝑥
′，鉛直有効応力Δ𝜎𝑧

′，平均有効

応力Δ𝑝′，軸差応力Δ𝑞の（波浪外力が一周期分作用した間

での）最大値の鉛直分布を図-3 に示す。同図の Yamamoto

解については，透水係数𝑘𝑠を10
−3から100[m/s]へと変化さ

せた結果を示している。 

いずれの諸量についても，Yamamoto 解で透水係数を大

きく，あるいは小さく設定した場合は，それぞれ完全排水・

非排水条件下での理論解に漸近していることが確認でき

る。そのため，解析的には，Yamamoto 解の透水係数を変

化させた極限として，本稿で導出した完全排水・非排水条

件下の海底地盤の波浪応答理論解を位置付けられること

が確認された。 

また，同図から透水係数に対する諸量の最大値の変化に

ついて，以下のことが言える。 

 最大過剰間隙水圧𝑢𝑒や最大水平・鉛直有効応力増分

Δ𝜎𝑥
′ , Δ𝜎𝑧

′は，地表において，透水係数に応じた変化
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の程度が大きい。特に非排水の過剰間隙水圧解は，

地表においても外圧振幅に一致しなくなる等，透水

係数が低い解（𝑘𝑠 = 10
−3  [m/s]）との差が著しい。

これは，Yamamoto 解と完全非排水条件下で課して

いる境界条件が異なることに起因する。 

 最大せん断応力増分Δ𝜏𝑥𝑧は，透水係数に応じた変化

が小さい。これは，水圧の変化が及ぼすせん断変形

への影響が小さいためである。

 完全排水の理論解において，最大平均有効応力増分

Δ𝑝′は最大をとり，完全非排水の理論解では，Δ𝑝′は

全く生じない。一方，最大鉛直有効応力Δ𝜎𝑧
′は完全

非排水の理論解において最大をとる。このため，Δ𝜎𝑧
′

の変化が初期鉛直有効応力を上回るかどうかを判

定する既往の液状化予測手法では，低透水地盤が液

状化を起こしやすいと判断される。しかし液状化は

𝑝′で判断されるべきため，実際は高透水地盤で液状

化が起こりやすいことを示唆する。

(a) 無次元化水平変位𝑘𝑢𝑥 (b) 無次元化鉛直変位𝑘𝑢𝑧

(c) 無次元化過剰間隙水圧

𝑢𝑒/𝑢𝑤𝑜

(d) 無次元化せん断応力増分

Δ𝜏𝑥𝑧/𝑢𝑤𝑜

(e) 無次元化水平有効応力増

分 Δ𝜎𝑥
′/𝑢𝑤𝑜

(f) 無次元化鉛直有効応力増

分 Δ𝜎𝑧
′/𝑢𝑤𝑜

(g) 無次元化平均有効応力増

分 Δ𝑝′/𝑢𝑤𝑜

(h) 無次元化軸差応力増分

Δ𝑞/𝑢𝑤𝑜 

図 3 諸量の最大値の鉛直分布 

4. 数値解析による理論解の再現

波浪作用下の海底地盤挙動を捉えるための数値解析手

法を構築することは，海底地盤液状化メカニズムをはじめ

とした海底地盤ダイナミクスを理解すること，ひいては海

洋構造物の基礎地盤の波浪外力に対する安定性を評価す

る上で重要である。そのため，数値解析手法が理論解と同

様の挙動を再現することを示すことによる Verification を

完遂することは必須である。 

一方で，2 節で示した Yamamoto 解が代表するように，

一連の二次元波浪作用下の海底弾性地盤応答理論解は，水

平方向に無限に連なる地盤を想定し，同方向に変位や流量

といった地盤挙動の周期性を考慮して定式化を行ってい

る。数値解析では一般に，解析領域を有限に定める必要が

あり，理論解と同様の挙動を再現するためには，そのよう

な水平方向の地盤の周期性を考慮した解析手法を構築す

ることが必要である。本稿では，左右両端の境界水圧を未

知数にとり，水平方向の流量収支をゼロとする条件式と左

右端の等境界水圧条件式を混合体の運動方程式と連成式

に陽に連立することにより閉じた方程式系を構築し，それ

に基づく数値解析手法を適用した（u-p-pb formulation によ

る水理周期境界条件，詳細は既報 7)に譲る）。また，左右両

端の変位の周期性（等変位条件）を Lagrange の未定乗数法
8)により考慮した。さらに，それらの流量と変位の周期性

を有効とするために，数値解析モデルの水平幅は，波長の

整数倍（2 倍）とした。解析条件は 2。2 節と同様に課し，

透水係数を変えた 3 ケース実施した。 

図 4,5,6 はそれぞれ完全排水，部分排水，完全非排水条

件（𝑘𝑠 = 10
99, 10−2, 0 [m/s]）の下での波圧振幅𝑢𝑤𝑜で正規

化された過剰間隙水圧𝑢𝑒，平均有効応力増分𝛥𝑝′，軸差応

力増分𝛥𝑞の時間変化を鉛直・水平位置が異なる 6 点にお

いて，理論解と数値解析解を同じグラフの上で示す。これ

らから，いかなる位置，時刻においても，三つの諸量の理

論解と数値解析解が一致することが確認できる。さらに変

位についても，図 7 の等時コンターから，同様のことが言

える。したがって，今回用いた数値解析手法は，理論解と

同様の水平方向の周期的な挙動を表現することが可能で

あり，同数値解析手法の Verification が完了した。 
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 図 4 完全排水条件下の波浪応答理論解と数値解析解 

 図 5 部分排水条件下の波浪応答理論解と数値解析解 

 図 6 完全非排水条件下の波浪応答理論解と数値解析解 

 図 7 理論解と数値解析解の変位の等時コンター 

 

5. おわりに 

 

二次元波浪作用下の海底地盤の弾性応答を記述する理

論解の代表として Yamamoto によるものを取り上げた。同

手法は，有限の透水係数をもつ Darcy 則に基づいて定式化

されており地盤の部分排水的挙動を捉える一方，透水係数

𝑘𝑠が非常に大きい（𝑘𝑠 → ∞），または小さい（𝑘𝑠 → 0）条

件に対応する極限を考えた場合に，係数を決定するための

連立方程式のマトリクスが線形従属となるために，その逆

がとれず，方程式が解かれえないものになることを，同計

算中のマトリクスを無次元化した上で示した。 

次に，支配方程式中の連成式について，透水係数を大き

くまたは小さくするとした極限をとることで，同式を縮約

し，Yamamoto 解と同様に完全排水・非排水条件下の海底

地盤の波浪応答理論解を導出した。これらの理論解は，

Yamamoto解の基本解の数より 2つ少ないモード（計 4つ）

で表現されることを示した。そして，Yamamoto 解におい

て透水係数を変化させた解と，今回導出した二つの解を比

較することで，それら二つの理論解が，Yamamoto 解の透

水係数を変化させた極限として表現されるものであるこ

とを解析的に示し，完全排水解において平均有効応力増分

Δ𝑝′が最大をとる一方，完全非排水解ではΔ𝑝′が一切生じな

いことを確認した。 

最後に，境界水圧𝑝𝑏を未知数にとりつつ，水平方向の流

量，水圧，変位の周期性を考慮した数値解析手法（u-p-pb 

formulation）を用いることで，完全排水，部分排水（有限

の透水係数），完全非排水条件下の海底地盤の波浪応答が

再現できることを示し，数値解析手法がいかなる地盤の透

水性においても有効であることを示した。 

今後は，今回 Verification が完了した数値解析手法に弾

塑性構成式を導入し，海底地盤液状化解析を実施し，実験・

観測値と比較して，同手法の Validation を行う。さらに

V&V が完了した解析手法を，様々な境界条件の下での海

底地盤変形メカニズム解明に役立てる。 
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A.1 付録 

本文中の連立方程式の具体系を以下に示す。 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0 0 −𝑖𝐴2 𝐴3 0

0 2
1

𝑚
− 𝐴1 0 0 2

𝜇′

𝜇

2𝜅2 0 0
(1 − 𝜅)

𝑚
(1 −𝑚𝐴1) (1 − 𝜅)

𝜇′2

𝜇2
− 𝜅1 0

cosh (𝜇) sinh (𝜇) cosh (𝜇) sinh (𝜇) cosh (𝜇′) sinh (𝜇′)

sinh (𝜇) cosh (𝜇)
sinh(𝜇)

−𝐴1cosh (𝜇)
cosh(𝜇)

−𝐴1sinh (𝜇)

𝜇′

𝜇
sinh (𝜇′)

𝜇′

𝜇
cosh (𝜇′)

0 0 −𝑖𝜇𝐴2cosh (𝜇) −𝑖𝜇𝐴2sinh (𝜇) 𝜇′𝐴3sinh (𝜇′) 𝜇′𝐴3cosh (𝜇′)]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

{
 
 

 
 
𝑎1
𝑎2
𝑎3
𝑎4
𝑎5
𝑎6}
 
 

 
 

=

{
 
 

 
 
1
0
0
0
0
0}
 
 

 
 

  (A-1) 
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[

0 0 0 −𝑖𝐴2 0 0

0 2
1

𝑚
− 𝐴1 0 0 2

2𝜅2 0 0
(1 − 𝜅)

𝑚
(1 − 𝑚𝐴1) 2𝜅2 0

cosh (𝜇) sinh (𝜇) cosh (𝜇) sinh (𝜇) cosh (𝜇) sinh (𝜇)

sinh (𝜇) cosh (𝜇)
sinh(𝜇)

−𝐴1cosh (𝜇)
cosh(𝜇)

−𝐴1sinh (𝜇)
sinh (𝜇) cosh (𝜇)

0 0 −𝑖𝜇𝐴2cosh (𝜇) −𝑖𝜇𝐴2sinh (𝜇) 0 0 ]

{

𝑎1
𝑎2
𝑎3
𝑎4
𝑎5
𝑎6}

=

{

1
0
0
0
0
0}

(A-2) 

[

0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1] {

𝑎1
𝑎2
𝑎3
𝑎4
𝑎5
𝑎6}

=

{

1
0
0
0
0
0}

(A-3) 

[

𝑖(𝜅1 + 𝜅2)

𝜅𝑎
0 0 −𝑖

𝜅1 + 3𝜅2
𝑚𝜅𝑎

0
(𝜅1 + 𝜅2)

𝜅𝑎
𝑏2

0 1
1

𝑚
0 𝑖 0

𝜅1 0 0 −
𝜅1 + 2𝜅2

𝑚
0 −𝑖(𝜅1 + 2𝜅2)

cosh (𝜇) sinh (𝜇) cosh (𝜇) sinh (𝜇) 0 0

0 0 −𝑖 sinh(𝜇) −𝑖 cosh(𝜇) cosh (𝜇) sinh (𝜇)

sinh(𝜇) cosh(𝜇) −
𝜅1 + 3𝜅2
𝑚(𝜅1 + 𝜅2)

cosh(𝜇) −
𝜅1 + 3𝜅 2
𝑚(𝜅1 + 𝜅2)

sinh(𝜇) −𝑖cosh(𝜇) −𝑖sinh(𝜇)
]

{

𝑎1
𝑎2
𝑎3
𝑎4
𝑏1
𝑏2}

=

{

1
0
0
0
0
0}

(A-4) 

[
 
 
 
 
 
 
 −2𝑖𝜅2/𝜅𝑎 0 0

2𝑖𝜅2
𝑚𝜅𝑎(1 − 𝜅2)

0 2 (
1

𝑚
− 𝐴1) 0

cosh (𝜇) sinh (𝜇) cosh (𝜇) sinh (𝜇)

sinh (𝜇) cosh (𝜇)
sinh(𝜇)

−𝐴1cosh (𝜇)
cosh(𝜇)

−𝐴1sinh (𝜇) ]

 {

𝑎1
𝑎2
𝑎3
𝑎4

} = {

1
0
0
0

} (A-5) 
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Abstract 

Yamamoto’s solution to two dimensional wave-induced response of elastic seabed is based on Darcy’s law with a finite 

permeability coefficient considering a partially drained condition. However, it cannot explain seabed behavior under 

both fully drained and undrained conditions simply by taking the limit of permeability coefficient as infinity and zero. 

In addition, even in the partially drained condition, determination of coefficients of solutions becomes less robust if 

permeability coefficient increases/decreases greatly so that it lacks applicability to seabed of high and low permeability. 

In this study, theoretical solutions to wave-induced behavior of seabed under the fully drained and undrained conditions 

are derived. Through the comparison of those theoretical solutions with Yamamoto’s solution, their characteristics are 

discussed and they are identified as extreme seabed behaviors explained by Yamamoto’s solution. Furthermore, all 

those theoretical solutions to seabed behavior in any drainage condition is shown to be reproducible by a numerical 

scheme which can consider horizontally periodic flow and displacement assumed in all those analytical solutions. 

Key words: Theoretical solution, Seabed liquefaction, Permeability, Soil-water coupling analysis, Periodic boundary 
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